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Consider a field k, some nonzero element q of k which is not a root of unity,
and some nonnegative integer n. K. R. Goodearl and E. S. Letzter have proved
 .1991, Prime factor algebras of the coordinate ring of quantum matrices, preprint
  ..that any prime factor algebra of the coordinate ring O m k of quantum n = nq n
matrices over k is a domain. In that paper it is proved that the division ring of
fractions of such a domain is always isomorphic to the division ring of fractions of
the coordinate ring of some quantum space of dimension at most n2 over some
field K which is an extension of k. A similar result is also proved for quantum
Weyl algebras. Q 1996 Academic Press, Inc.
INTRODUCTION
Dans tout ce papier, k designe un corps commutatif, n un entier positifÂ
strictement, et q un element non nul de k. Si q n'est pas une racine deÂ Â
  .. w xl'unite et si P est un ideal premier de l'anneau R s O m k , on sait 3Â Â q n
 .que P est completement premier, et on montre th. III 3.2.1 que le corpsÁ
de fractions F de l'anneau integre et noetherien RrP est isomorphe auÁ Â
w xcorps de fractions d'un espace quantique de la forme K Y , . . . , Y , deQ 1 m
dimension m F n2, de corps de base K un corps commutatif extension de
 .k, et dont la matrice Q s u qui definit les regles de commuta-Â Âi j 1F i, jF m
 .  :tion des Y 1 F t F m est a coefficients dans le groupe multiplicatif qÁt
w xengendre par q. Ceci generalise un theoreme de G. Cliff 2 .Â Â Â Â Á
 .On montre egalement Th. II.2.1 un resultat analogue pour les algebresÂ Â Á
q, G .de Weyl quantiques A k dans le cas generique ou le sous-groupeÂ Â Án
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 4multiplicatif de k _ 0 engendre par les coefficients des matrices q et GÂ
w xest sans torsion. Ceci generalise un theoreme de J. Alev et F. Dumas 1 .Â Â Â Á
I. ESPACES QUANTIQUES MULTIPARAMETRES
 .Soit un entier n G 1 et L s l une matrice carree d'ordre n aÂ Ái j 1F i, jF n
 4coefficients dans k _ 0 verifiantÂ
l s 1 pour 1 F i F n , Q1 .i , i
l s ly1 pour 1 F i , j F n. Q2 .j , i i , j
On associe a la matrice L l'espace quantique multiparametre R sÁ Â Â
w xk X , . . . , X qui est la k-algebre associative unitaire engendree par lesÁ ÂL 1 n
indeterminees X , . . . , X soumises aux relationsÂ Â 1 n
X X s l X X pour 1 F i , j F n.i j i , j j i
w xOn sait 7 qu'il s'agit d'un anneau integre et noetherien. On noteÁ Â
 .k X , . . . , X son corps de fractionsL 1 n
w xTHEOREME I.1 3 . Supposons que le sous-groupe multiplicatif V deÂ Á
 4  .k _ 0 engendre par les l 1 F i, j F n soit sans torsion, et consideronsÂ Âi, j
w xun ideal premier P de R s k X , . . . , X .Â L 1 n
Alors
 .1 P est completement premier, de sorte que l'anneau RrP est integre etÂ Á
 .noetherien. Notons Frac RrP son corps de fractions.Â
 .  .2 Ou bien Frac RrP est un corps commutatif extension de k, ou bien
 .  .Frac RrP , K Y , . . . , Y ou K est un corps commutatif extension de k,ÁQ 1 m
 .m un entier entre 1 et n, et Q s u une matrice carree d'ordre m,Âi, j 1F i, jF m
 .  .a coefficients u dans V, et qui ¨erifie les conditions Q1 et Q2 ci-dessus.Á Âi j
w x  .Demonstration. Par 3 preuve du theoreme 2.1 , si RrP n'est pasÂ Â Á
commutatif, il existe K, m, Q comme ci-dessus, et un anneau A intermedi-Â
 . w "1 "1 xaire entre RrP et Frac RrP , tels que A , K Y , . . . , Y sQ 1 m
y1 w x w xS K Y , . . . , Y ou S designe le systeme multiplicatif de K Y , . . . , YÁ Â ÁQ 1 m Q 1 m
engendre par les Y . On a doncÂ i
R
"1 "1Frac s Frac A , Frac K Y , . . . , Y s K Y , . . . , Y . .  . .Q 1 m Q 1 m /P
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II. ALGEBRES DE WEYL QUANTIQUES
 .Soit un entier n G 1, q s q , . . . , q une suite de n elements de k, tousÂ Â1 n
 .  .differents de 0 et de 1, et G s g , une famille de n n y 1 r2Â i, j 1F i- jF n
elements non nuls de k.Â Â
q, G . w xL'algebre de Weyl quantique A k 6 est la k-algebre associativeÁ Án
unitaire engendree par les 2n indeterminees X , . . . , X , Y , . . . , YÂ Â Â 1 n 1 n
soumises aux relations de commutation ci-dessous pour 1 F i - j F n:
Y Y s g Y Y¡ i j i , j j i
X X s q g X Xi j i i j j i
y1X Y s g Y Xi j i , j j i~
X Y s q g Y Xj i i i , j i j
X Y s 1 q q y 1 Y X q q Y X . .j j i i i j j j¢ 1Fi-j
Pour 1 F j F n, posons
Z s X Y y Y X s 1 q q y 1 Y X . 1 .  .j j j j j i i i
1FiFj
w xOn sait 4 que:
 .PROPOSITION II.1. 1 Les Z commutent entre eux.j
 . y12 Si 1 F i F j F n, on a: Z Y s q Y Z et Z X s q X Z .j i i i j j i i i j
 .3 Si 1 F j - i F n, on a: Z Y s Y Z et Z X s X Z .j i i j j i i j
q, G .II.1. Ideaux premiers de A kÂ n
q, G .Pour 0 F j F n, notons A la sous-algebre de A k engendree parÁ Âj n
q, G  .. w xX , . . . , X et Y , . . . , Y A s k, A s A k . On a 4 :1 j 1 j 0 n n
 . w xw xPROPOSITION II.1.1 1 F j F n . A s A Y ; a X ; b , d ouÁj jy1 j j
 .  . y11 a est le k-automorphisme de A defini par: a Y s g Y etÂjy1 i i, j i
 .a X s g X pour 1 F i - j.i i, j i
 . w x  .2 b est le k-automorphisme de A Y ; a defini par b Y s q g YÂjy1 j i i i, j i
 . y1 y1  .et b X s q g X pour 1 F i - j, et b Y s q Y .i i i, j i j j j
 . w x3 d est la b-deri¨ ation de A Y ; a nulle sur k et definie par:Â Âjy1 j
 .  .  .  .d Y s d X s 0 pour 1 F i - j, et d Y s 1 q  q y 1 Y X .i i j 1F i- j i i i
y1 w xObservons que d 9 s bdb est alors une b-derivation de A Y ; a ,Â jy1 j
 .  .  .nulle sur k et verifiant: d 9 Y s d 9 X s 0 pour 1 F i - j et d 9 Y sÂ i i j
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 y1 . y1   . . y1  .bd q Y s q b 1 q  q y 1 Y X s q d Y . On a doncj j j 1F i- j i i i j j
y1 y1 w xbdb s q d , soit db s q bd . On en deduit par 3, th. 2.3 :Âj j
 4PROPOSITION II.1.2. Supposons que le sous-groupe multiplicatif de k _ 0
 .  .engendre par les g 1 F i - j F n et les q 1 F i F n soit sans torsion.Â i, j i
q, G .Alors, tous les ideaux premiers de A k sont completement premiers.Â Án
q, G .II.2. Quotients premiers de A kn
PlacËons nous dans les hypotheses de la proposition II.1.2, et consideronsÁ Â
q, G .un ideal premier P de A k .Â n
q, G .Alors A k rP est un anneau integre. Il est noetherien puisqueÁ Ân
q, G .  .A k est une extension de Ore iteree de k prop. II.1.1 . Il admet doncÂ Ân
un corps de fractions qui peut etre decrit comme suit:Ã Â
 4THEOREME II.2.1. Supposons que le sous-groupe multiplicatif V de k _ 0Â Á
 .  .engendre par les g 1 F i - j F n et les q 1 F i F n soit sans torsion, etÂ i, j i
q, G .considerons un ideal premier P de A k .Â Â n
q, G  . .Alors, ou bien Frac A k rP est un corps commutatif extension de k,n
 .ou bien il est isomorphe a un corps gauche de la forme K T , . . . , T ou KÁ ÁQ 1 m
est un corps commutatif extension de k, m un entier entre 1 et 2n, et
 .Q s u une matrice carree d'ordre m a coefficients u dans V, etÂ Ái, j 1F i, jF m i j
 .  .¨erifiant les conditions Q1 et Q2 du I.Â
q, G .  .Demonstration. Posons A s A k , R s ArP, F s Frac R , notonsÂ n
w : A ª R l'homomorphisme canonique et posons, pour 1 F i F n, x si
 .  .  .w X , y s w Y , z s w Z . Pour chaque i entre 1 et n, on choisit uni i i i i
 .  4element U de A dans l'ensemble X , Y de maniere queÂ Â Ái i i
 4Si X , Y o P , alors U f P . H .i i i
 .Posons, pour 1 F i F n, u s w U . Par la definition de l'algebre A sÂ Ái i
q, G .  .A k et la proposition II.1, il existe une matrice L s ln i, j 1F i, jF 2 n
 .carree d'ordre 2n a coefficients dans V, verifiant les conditions Q1 etÂ Á Â
 .  .  .Q2 du I, telle que la famille V , . . . , V s Z , . . . , Z , U , . . . , U de1 2 n 1 n 1 n
A2 n verifie V V s l V V pour 1 F i, j F 2n. On en deduit, en transfor-Â Âi j i, j j i
 .  . 2 nmant par w, que la famille ¨ , . . . , ¨ s z , . . . , z , u , . . . , u de R1 2 n 1 n 1 n
verifie ¨ ¨ s l ¨ ¨ pour 1 F i, j F 2n.Â i j i, j j i
wIl existe donc un homomorphisme de k-algebres C: B s k W ,Á L 1
x  . . . . ,W ª R qui transforme la famille W , . . . , W en la famille z , . . . ,2 n 1 2 n 1
.z , u , . . . , u . Soit R9 son image et P9 son noyau. Comme R est integre, ilÁn 1 n
en est de meme pour R9. Par suite, P9 est un ideal completement premierÃ Â Á
de B. Par le theoreme I.1, R9 , BrP9, possede un corps de fractions F9Â Á Á
qui est, ou bien un corps commutatif extension de k, ou bien isomorphe aÁ
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 .un corps gauche de la forme K T , . . . , T ou K, m et Q sont definisÁ ÂQ 1 m
comme dans l'enonce du theoreme a demontrer.Â Â Â Á Á Â
Comme R9 ; R, on a F9 ; F. Il nous suffit donc de montrer que
F9 s F et, pour cela, que F9 > R, c'est-a-dire que F9 > x , . . . ,Á 1
4x , y , . . . , y . Soit un entier j entre 1 et n. Supposons demontre que, pourÂ Ân 1 n
1 F i - j, F9 contient x et y , et montrons que F9 contient alors x et y .i i j j
 4Par construction, F9 contient u g x , y . Si u s 0, alors U g P, donc,j j j j j
 .  4par l'hypothese H , X , Y ; P, et donc x s y s 0 g F9.Á j j j j
Supposons u / 0. On a, par construction de F9, z s 1 q  q yj j 1F iF j i
.1 y x g F9. Puisque F9 contient x et y pour 1 F i - j, on a v si i i i
 .  .y1 y1q y 1 y x g F9. Si u s x , on a y s q y 1 v u g F9 et, si u s y ,j j j j j j j j j j
 .y1 y1on a x s q y 1 u v g F9, ce qui acheve la demonstration.Á Âj j j
  ..III. L'ALGEBRE O m kq n
Dans tout ce paragraphe, q designe un element non nul de k et n unÂ Â Â
 4  4entier superieur ou egal a 1. On munit l'ensemble 1, . . . , n = 1, . . . , n deÂ Â Á
l'ordre lexicographique defini par:Â
i , j F k , l m i - k ou i s k et j F l . .  .  .  . .  .
III.1. Matrices q-quantiques
 .Soit A une k-algebre associative unitaire et M s x uneÁ i j 1F i, jF n
matrice carree d'ordre n a coefficients dans A.Â Á
w xDEFINITION III.1.1 8 . M est une matrice q-quantique si ses coeffi-Â
 .cients verifient les relations de commutation ci-dessous: Soient i, j etÂ
 .  4  4  .  .k, l deux elements de 1, . . . , n = 1, . . . , n avec i, j - k, l .Â Â
 .   .a Si x est a gauche ou au-dessus de x cad si i s k et j - l ouÁi, j k l
 ..i - k et j s l , alors x x s qx x .k , l i, j i, j k l
 .  .b Si x est au nord-est de x cad si i - k et j ) l , alorsi, j k , l
x x s x x .k , l i, j i, j k , l
 .  .c Si x est au nord-ouest de x cad si i - k et j - l alorsi, j k , l
 y1 .x x s x x q q y q x x .k , l i, j i, j k , l i, l k , j
DEFINITION III.1.2. M est une matrice q-quantique simplifiee si sesÂ Â
 .  .coefficients verifient les memes conditions a et b que dans la definitionÂ Ã Â
 .III.1.1, la condition c etant remplacee par:Â Â
 .d Si x est au nord-ouest de x , alors x x s x x .i, j k , l k , l i, j i, j k , l
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 .  4  4DEFINITION III.1.3. Soit s, t g 1, . . . , n = 1, . . . , n . M est une ma-Â
 .  .  .trice s, t -q-quantique si ses coefficients verifent les conditions a , b et:Â
 .  .  .c si k, l F s, t
 .  .  .d si k, l ) s, t .
 .Obser¨ ation III.1.4. Si la matrice M est q-quantique, elle est n, n -q-
 .  .  .quantique. Si s, t F 2, 1 , dire que M est s, t -q-quantique equivaut aÂ Á
dire qu'elle est q-quantique simplifiee.Â
w x   ..DEFINITION III.1.5 8 . L'algebre O m k est la k-algebre associativeÂ Á Áq n
2  .unitaire engendree par n indeterminees X 1 F i, j F n soumises auxÂ Â Â i j
 .relations imposees en decidant que la matrice X s X est q-Â Â i j 1F i, jF n
quantique.
w x   ..On sait 3 que O m k est une extension de Ore iteree de k. C'estÂ Âq n
w xdonc un anneau noetherien et integre. On a, de plus 3, th. 3.2 :Â Á
THEOREME III.1.6. Si q n'est pas une racine de l'unite, alors tous lesÂ Á Â
  ..ideaux premiers de O m k sont completement premiers.Â Áq n
Par suite, si q n'est pas une racine de l'unite et si P est un ideal premierÂ Â
  ..   ..de O m k , l'anneau quotient O m k rP est noetherien et integre.Â Áq n q n
On se propose de montrer que, comme dans les paragraphes I et II, son
corps de fractions est isomorphe au corps de fractions d'un espace quan-
tique multiparametre.Â Â
III.2. Simplification des matrices q-quantiques
Soit F un corps gauche dont le centre est une extension de k. Soit
 .M s x une matrice carree d'ordre n a coefficients dans F.Â Ái j 1F i, jF n
DEFINITION III.2.1. On appelle q-determinant de M, l'element de FÂ Â Â Â
 .  . ls .defini par: det m s  yq x ??? x , ou S designe leÂ Á Âq s g S 1, s 1. n, s n. nn
 4  .groupe des permutations de 1, . . . , n et, si s g S , l s designeÂn
le nombre d'inversions de s .
III.2.1. Simplification des matrices 2 = 2
Soit
x x1 2M s y y /1 2
une matrice carree d'ordre 2 a coefficients dans F.Â Á
 .LEMME III.2.1.1. Supposons que M soit 2, 2 -q-quantique et que y soit2
non nul. Considerons la matriceÂ
xX x1 2N s y y /1 2
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ouÁ
x xX 1 2 y1 y1 y1
y1x s det y s x y q x y y .1 q 2 1 2 1 2y y /1 2
 .Alors N est 2, 1 -q-quantique.
Demonstration. Les seules relations de commutation a demontrer sontÂ Á Â
 . X X1 y x s x y2 1 1 2
 . X X2 y x s qx y1 1 1 1
 . X X3 x x s qx x .2 1 1 2
 .  .  .Comme 2 et 3 sont immediates, il suffit de verifier 1 . On aÂ Â
X y1 y1  y1 . y x s y x y q y x y y s x y q q y q x y y qx y s x y2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 1
y1 y1. Xq x y y y s x y , ce qui acheve la demonstration.Á Â2 1 2 2 1 2
III.2.2. Simplification des matrices 3 = 3
Soit
x x x1 2 3
M s y y y1 2 3 0z z z1 2 3
une matrice carree d'ordre 3 a coefficients dans F.Â Á
 .LEMME III.2.2.1. Supposons que M soit 3, 3 -q-quantique et que z soit3
non nul. Considerons la matriceÂ
xX xX x1 2 3
X XN s y y y1 2 3 0z z z1 2 3
ouÁ
x xX 1 3 y1 y1 y1
y1x s det z s x y q x z z ,1 q 3 1 3 1 3z z /1 3
x xX 2 3 y1 y1 y1
y1x s det z s x y q x z z ,2 q 3 2 3 2 3z z /2 3
y yX 1 3 y1 y1 y1
y1y s det z s y y q y z z ,1 q 3 1 3 1 3z z /1 3
y yX 2 3 y1 y1 y1
y1y s det z s y y q y z z .2 q 3 2 3 2 3z z /2 3
 .Alors N est 3, 2 -q-quantique.
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Demonstration. Les relations a demontrer sontÂ Á Â
 . X X X X1 z commute avec x , x , y , y .3 1 2 1 2
 . X X  X X X X .2 z q-commute avec x et y cad: z x s qx z et z y s qy z .2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
 . X X  y1 . X X X  y1 . X3 z x s x z q q y q x z et z y s y z q q y q y z .2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1
 . X X4 z commute avec x et y .1 2 2
 . X X5 z q-commute avec x et y .1 1 1
 . X X6 y q-commute avec y et y .3 1 2
 . X X  y1 . X X X  y1 . X7 y x s x y q q y q x y et y x s x y q q y q x y .3 1 1 3 3 1 3 2 2 3 3 2
 . X8 y commute avec x .2 3
 . X X X9 y q-commute avec y et x .2 1 2
 . X X X X  y1 . X X10 y x s x y q q y q x y .2 1 1 2 2 1
 . X11 y commute avec x .1 3
 . X X12 y commute avec x .1 2
 . X X13 y q-commute avec x .1 1
 . X X14 x q-commute avec x et x .3 1 2
 . X X15 x q-commute avec x .2 1
 .  .  .La relation 1 resulte de l'egalite 1 du lemme III.2.1.1, 2 resulte deÂ Â Â Â
 .  .l'egalite 2 du lemme III.2.1.1. Montrons la premiere des 2 egalites 3 .Â Â Á Â Â
On a
z xX s z x y qy1 z x z zy1 s x z q q y qy1 x z y x z z zy1 , .2 1 2 1 2 3 1 3 1 2 2 1 3 1 2 3
et
xX z s x z y qy1 x z zy1 z s x z y qy2 x z z zy1 ,1 2 1 2 3 1 3 2 1 2 3 1 2 3
d'ou:Á
z xX y xX z s q y qy1 x z q qy2 y 1 x z z zy1 .  .2 1 1 2 2 1 3 1 2 3
s q y qy1 x z y qy1 x z z zy1 .  .2 1 3 1 2 3
s q y qy1 x z y qy1 x z zy1 z s q y qy1 xX z . .  . .2 1 3 2 3 1 2 1
La deuxieme egalite se montre de la meme maniere.Á Â Â Ã Á
 .La relation 4 provient de ce que z commute avec x , x , y , y , ainsi1 2 3 2 3
y1  .  .  .qu'avec z z , 5 resulte de l'egalite 2 du lemme III.2.1.1, 6 resulte deÂ Â Â Â2 3
 .  .l'egalite 3 du lemme III.2.1.1. Montrons la premiere des deux egalites 7 .Â Â Á Â Â
G. CAUCHON538
On a
y xX s y x y qy1 y x z zy1 s x y q q y qy1 x y y x y z zy1 .3 1 3 1 3 3 1 3 1 3 3 1 3 3 1 3
et
xX y s x y y qy1 x z zy1 y s x y y qy2 x y z zy1 ,1 3 1 3 3 1 3 3 1 3 3 3 1 3
d'ou:Á
y xX y xX y s q y qy1 x y q qy2 y 1 x y z zy1 .  .3 1 1 3 3 1 3 3 1 3
s q y qy1 x y y qy1 x y z zy1 s q y qy1 x yX . .  . .3 1 3 3 1 3 3 1
La deuxieme egalite se demontre de la meme maniere.Á Â Â Â Ã Á
 . y1La relation 8 resulte de ce que x commute avec y , z et y z .Â 3 2 2 3 3
w xOn sait par 5, theoreme 3.10 que la matriceÂ Á
x x x x1 3 2 3
y1 y1det detq q X Xz z z z /  /1 3 2 3 x z x z1 3 2 3s X Xy z y z /1 3 2 3y y y y1 3 2 3
y1 y1det det 0q qz z z z /  /1 3 2 3
 .  .  .est q-quantique. On en deduit, compte tenu de 1 , les egalites 9 , 10 ,Â Â Â
 .  .  .  .12 , 13 et 15 . La relation 11 resulte de ce que x commute avec y , zÂ 3 1 1
y1  . y1et y z , et 14 resulte de ce que x q-commute avec x , z z , x etÂ3 3 3 1 1 3 2
z zy1.2 3
 .LEMMA III.2.2.2. Supposons que M soit 3, 2 -q-quantique et que z soit2
non nul. Considerons la matriceÂ
xX x x1 2 3
XN s y y y1 2 3 0z z z1 2 3
ouÁ
x xX 1 2 y1 y1 y1
y1x s det z s x y q x z z et1 q 2 1 2 1 2z z /1 2
y yX 1 2 y1 y1 y1
y1y s det z s y y q y z z .1 q 2 1 2 1 2z z /1 2
 .Alors N est 3, 1 -q-quantique.
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Demonstration. Les relations a demontrer sont:Â Á Â
 . X X1 z commute avec x et y .3 1 1
 . X X2 z commute avec x et y .2 1 1
 . X X3 z q-commute avec x et y .1 1 1
 . X4 y q-commute avec y .3 1
 . X X  y1 . X5 y x s x y q q y q x y .3 1 1 3 3 1
 . X6 y q-commute avec y .2 1
 . X X  y1 . X7 y x s x y q q y q x y .2 1 1 2 2 1
 . X8 y commute avec x et x .1 2 3
 . X X9 y q-commute avec x .1 1
 . X10 x et x q-commutent avec x .3 2 1
 .La relation 1 resulte de ce que z commute avec x , x , y , y etÂ 3 1 2 1 2
y1  .  .  .z z , 2 resulte de la propriete 1 du lemme III.2.2.1, 3 resulte de laÂ Â Â Â1 2
 .  .propriete 2 du lemme III.2.2.1, 4 resulte de ce que y q-commute avecÂ Â Â 3
y , y et commute avec z , z .1 2 1 2
On a
y xX s y x y qy1 x z zy1 .3 1 3 1 2 1 2
s x y q q y qy1 x y y qy1 x y q q y qy1 x y z zy1 .  . .1 3 3 1 2 3 3 2 1 2
s x y q q y qy1 x y y qy1 x y z zy1 q qy2 y 1 x y z zy1 . .  .1 3 3 1 2 3 1 2 3 2 1 2
De meme,Ã
xX y s x y qy1 x z zy1 y s x y y qy1 x y z zy1 .1 3 1 2 1 2 3 1 3 2 3 1 2
« y xX y xX y s q y qy1 x y y qy1 x y z zy1 s q y qy1 x yX , .  . .3 1 1 3 3 1 3 2 1 2 3 1
 .ce qui demontre 5 .Â
 .  .  .La relation 6 resulte de la propriete 6 du lemme III.2.2.1, 7 resulteÂ Â Â Â
 .de la deuxieme egalite de la propriete 7 du lemme III.2.2.1.Á Â Â Â Â
x commute avec y , y , z , z donc avec yX . x commute avec yX par la3 1 2 1 2 1 2 1
 .  .propriete 8 du lemme III.2.2.1. D'ou la relation 8 .Â Â Â
 .  .La relation 9 resulte de la propriete 9 du lemme III.2.2.1.Â Â Â
x q-commute avec x , x et commute avec z , z . Donc x q-commute3 1 2 1 2 3
X X  .avec x . x q-commute avec x par la propriete 14 du lemma III.2.2.1.Â Â1 2 1
 .D'ou la relation 10 .Â
 .  .LEMMA III.2.2.3. Si M est 3, 1 -q-quantique, elle est aussi 2, 3 -q-
quantique.
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Demonstration. C'est evident car il n'existe aucun coefficient de M auÂ Â
nord-ouest de z .1
 .LEMME III.2.2.4. Supposons que M soit 2, 3 -q-quantique et que y soit3
non nul. Considerons la matriceÂ
xX xX x1 2 3
N s y y y1 2 3 0z z z1 2 3
ouÁ
x xX 1 3 y1 y1 y1
y1x s det y s x y q x y y et1 q 3 1 3 1 3y y /1 3
x xX 2 3 y1 y1 y1
y1x s det y s x y q x y y .2 q 3 2 3 2 3y y /2 3
 .Alors N est 2, 2 -q-quantique.
Demonstration. Les relations a demontrer sont:Â Á Â
 . X X1 z commute avec x et x .3 1 2
 . X X2 z q-commute avec x et commute avec x .2 2 1
 . X X3 z commute avec x et q-commute avec x .1 2 1
 . X X4 y commute avec x et x .3 2 1
 . X5 y q-commute avec x .2 2
 . X X  y1 . X6 y x s x y q q y q x y .2 1 1 2 2 1
 . X X7 y commute avec x et q-commute avec x .1 2 1
 . X X8 x q-commute avec x et x .3 1 2
 . X X9 x q-commute avec x .2 1
 .La relation 1 resulte de ce que z commute avec x , x , y , y etÂ 3 1 2 1 2
x yy1. z q-commute avec x , y et commute avec x , y . Donc z3 3 2 2 2 3 3 2
q-commute avec xX . z commute avec x , y , x , y . Donc z commute2 2 1 1 3 3 2
X  .avec x , ce qui demontre 2 . z commute avec x , x , y , y donc avecÂ1 1 2 3 2 3
xX ? z q-commute avec x , y et commute avec x , y . Donc z q-commute2 1 1 1 3 3 1
X  .avec x , ce qui demontre 3 .Â1
 .  .Les relations 4 ] 9 resultent des regles de commutation etablies pourÁ Á Â
les coefficients des deux dernieres lignes de la matrice N du lemmeÁ
III.2.2.1.
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 .LEMME III.2.2.5. Supposons que M soit 2, 2 -q-quantique et que y soit2
non nul. Considerons la matriceÂ
xX x x1 2 3
N s y y y1 2 3 0z z z1 2 3
ouÁ
x xX 1 2 y1 y1 y1
y1x s det y s x y q x y y .1 q 2 1 2 1 2y y /1 2
 .Alors N est 2, 1 -q-quantique.
Demonstration. Les relations a demontrer sont:Â Á Â
 . X1 y , y , z , z commutent avec x .2 3 2 3 1
 . X2 x , x , y , z q-commutent avec x .2 3 1 1 1
Les regles de commutation a demontrer concernant x , x , y , y , y seÁ Á Â 2 3 1 2 3
deduisent des regles de commutation etablies pour les coefficients des 2Â Â Â
dernieres lignes de la matrice N du lemme III.2.2.2. z commute avecÁ 3
x , x , y , y et donc avec xX . z commute avec x , y et x yy1. Donc z1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 2
commute avec xX . z commute avec x , y et q-commute avec x , y . Donc1 1 2 2 1 1
z q-commute avec xX .1 1
III.2.3. Simplification des matrices n = n
 .CONVENTION. Etant donne un entier n G 1 et un couple s, t gÂ
 4  41, . . . , n = 1, . . . , n , on note f l'application qui, a toute matriceÁn, s, t .
 .M s x , carree d'ordre n a coefficients dans F, associe laÂ Ái, j 1F i, jF n
 .  .matrice: N s f M s y , carree d'ordre n a coefficientsÂ Án, s, t . i, j 1F i, jF n
dans F definie par:Â
 .1 Si x s 0, alors N s M.s, t
 .  .  4  42 Supposons x / 0 et soit i, j g 1, . . . , n = 1, . . . , n .s, t
v  .Si x n'est pas au nord-ouest de x cad si i G s ou j G t , alorsi, j s, t
y s x .i, j i, j
v  .Si x est au nord-ouest de x cad si i - s et j - t , alors:i, j s, t
x xi , j i , t y1
y1y s det x .i , j q s , tx x /s , j s , t
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PROPOSITION III.2.3.1. Choisissons n, s, t, M comme ci-dessus et sup-
 .  .  .  .posons que M soit s, t -q-quantique. Supposons s, t ) 1, 1 et soit s9, t9
 4  4  .  .le plus grand element de 1, . . . , n = 1, . . . , n tel que s9, t9 - s, t .ÂÂ
 .  .Alors N s f M est s9, t9 -q-quantique.n, s, t .
 .Demonstration. Posons, comme ci-dessus, M s x et N sÂ i, j 1F i, jF n
 .y . Soient y et y deux coefficients de N tels que yi, j 1F i, jF n i, j k , l i, j
  .  ..precede strictement y dans N cad i, j - k, l .Â Á k , l
Nous devons demontrer que y et y verifient les regles de commuta-Â Â Âi, j k , l
 .  .  .  . tion a , b ou c def. III.1.1 lorsque y precede strictement y cadÂ Â Ák , l s, t
 .  ..  .  .  .  .k, l - s, t , et les regles de commutation a , b ou d def. III.1.2Â Â
  .  ..lorsque y precede y cad. s, t F k, l .Â Ás, t k , l
1er cas x s 0. On a alors y s x et y s x .s, t i, j i, j k , l k , l
 .Puisque la matrice M est s, t -q-quantique, il suffit de verifier que xÂ i, j
 .  .  .et x verifient les relations de commutation a , b ou d lorsqueÂk , l
 .  .  .k, l s s, t . Seule la condition d n'etant pas supposee satisfaite parÂ Â
hypothese, nous devons montrer que, si x est au nord-ouest de x , on aÁ i, j k , l
x x s x x , ce qui est evident puisque x s x s 0.Âk , l i, j i, j k , l k , l s, t
2eme cas x / 0. Les lemmes III.2.1.1, III.2.2.1, III.2.2.2, III.2.2.3,Á s, t
III.2.2.4 et III.2.2.5 et l'observation III.1.4 montrent que la propriete aÁ Â Á
demontrer est vraie pour n F 3.Â
Supposons n G 4 et la propriete a demontrer vraie pour les matricesÂ Â Á Â
d'ordre n y 1.
Soit M9 la matrice carree d'ordre n y 1 deduite de M par suppressionÂ Â
d'une ligne autre que les lignes i, k, s et par suppression d'une colonne
autre que les colonnes j, l, t.
Soit N9 la matrice carree deduite de N par suppression de la memeÂ Â Ã
ligne et la meme colonne que ci-dessus.Ã
Supposons que l'element x soit sur la ligne u et la colonne ¨ de M9Â Â s, t
 .u s s ou s y 1, ¨ s t ou t y 1 .
Alors y est sur la ligne u et la colonne ¨ de N9 et on a immediate-Âs, t
ment:
 .  .1 La matrice M9 est u, ¨ -q-quantique.
 .  .2 N9 s f M9 .ny1, u, ¨ .
Les coefficients y , y , y , y , y de N sont aussi des coefficients dei, j k , l s, t i, l k , j
N9 et leur position relative est la meme que dans N.Ã
Par l'hypothese de recurrence appliquee aux matrices M9 et N9, on peutÁ Â Â
 .  .  .affirmer que y et y verifient les regles de commutation a , b ou cÂ Âi, j k , l
 .lorsque y precede strictement y dans N9 et donc dans N et lesÂ Ák , l s, t
 .  .  . regles de commutation a , b ou d lorsque y precede y dans N9 etÂ Â Ás, t k , l
.donc dans N , ce qui acheve la demonstration.Á Â
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  ..III.3. Quotients premiers de O m kq n
Considerons, comme dans le paragraphe III.2, un corps gauche F dontÂ
 .le centre est une extension de k, et M s x une matrice carreeÂi, j 1F i, jF n
d'ordre n a coefficients dans F.Á
Soit A la sous-k-algebre de F engendree par les x . A est integreÁ Â Ái, j
puisque F est un corps gauche.
III.3.1. Proprietes de l’anneau AÂÂ
 .  .  4PROPOSITION III.3.1.1. Si M est s, t -q-quantique s, t g 1, . . . , n =
 4.1, . . . , n , alors l'anneau A est noetherien. Il admet donc un corps deÂ
 .fractions Frac A ; F.
  ..Demonstration. Notons R la sous-algebre de O m k engendree parÂ Á Âq n
 .  .  . w xles indeterminees X pour 1, 1 F i, j F s, t . On sait 3 que R estÂ Â i, j
une extension de Ore iteree de k. C'est donc un anneau noetherien.Â Â Â
Soit B la sous-algebre de A engendree par les coefficients x de MÁ Â i, j
 .  .  .  .pour 1, 1 F i, j F s, t . Puisque M est s, t -q-quantique, il existe un
 .homomorphisme surjectif w : R ª B de k-algebres tel que w X s xÁ i, j i, j
 .  .  .pour 1, 1 F i, j F s, t . Par suite, l'anneau B est noetherien.Â
 .  4  4  .  .Pour k, l g 1, . . . , n = 1, . . . , n tel que k, l G s, t , notons B lak , l
 .  .  .sous-algebre de A engendree par les x pour 1, 1 F i, j F k, l . On aÁ Â i, j
alors B s B, et B est noetherien.Âs, t s, t
 .  .  .  .Supposons B noetherien avec s, t F k, l - n, n , et soit k9, l9 leÂk , l
 .  4successeur de k, l dans l'ensemble totalement ordonne 1, . . . , n =Â
 41, . . . , n . Si x s 0, on a B s B , et B est noetherien.Âk 9, l9 k 9, l9 k , l k 9, l9
 .Supposons x / 0. Puisque M est s, t -q-quantique, on a, pourk 9, l9
 .  .  . y1  :1, 1 F i, j F k, l , x x x s l x avec l g q s le sous-k 9, l9 i, j k 9, l9 i, j
 4groupe multiplicatif de k _ 0 engendre par q. On en deduit que B estÂ Â k , l
stable par l'automorphisme interieur s de F associe a x , et sonÂ Â Á k 9, l9
inverse. Considerant alors s comme un automorphisme de B , il existeÂ k , l
w xun homomorphisme d'anneaux w : B X ; s ª F qui induit l'identite surÂk , l
B et transforme X en x . Il a pour image B qui est donc unk , l k 9, l9 k 9, l9
w xanneau noetherien puisque B X ; s est noetherien.Â Âk , l
On en deduit, par recurrence, que B est noetherien quel que soitÂ Â Âk , l
 .  .  .k, l entre s, t et n, n . Donc A s B est noetherien.Ân, n
 .  .PROPOSITION III.3.1.2. Supposons que M est s, t -q-quantique s, t g
 4  4.  .  .  .1, . . . , n = 1, . . . , n a¨ec s, t ) 1, 1 . Posons N s f M sn, s, t .
 .y , et notons B la sous-k-algebre de F engendree par les y .Á Âi, j 1F i, jF n i, j
 .  .B admet un corps de fractions Frac B qui coıncide a¨ec Frac A .È
 .  .Demonstration. N est s9, t9 -q-quantique ou s9, t9 est le plus grandÂ Á
 4  4  .  .  .element de 1, . . . , n = 1, . . . , n tel que s9, t9 - s, t prop. III.2.3.1 .Â Â
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Donc, par la proposition III.3.1.1, B admet un corps de fractions
 .Frac B ; F.
 .  .Si x s 0, on a N s M, donc B s A, et donc Frac B s Frac A .s, t
 .Supposons donc x / 0. Par definition, tous les y 1 F i, j F n apparti-Âs, t i, j
 .  .  .ennent a Frac A . On a donc Frac B ; Frac A . Pour montrer l'egaliteÁ Â Â
 .de ces deux corps, il suffit de montrer que tous les x 1 F i, j F ni, j
 .appartiennent a Frac B .Á
 .Si x n'est pas au nord-ouest de x , on a x s y g Frac B .i, j s, t i, j i, j
Si x est au nord-ouest de x , on a:i, j s, t
x xi , j i , t y1 y1 y1
y1y s det x s x y q x x x .i , j q s , t i , j i , t s , j s , tx x /s , j s , t
Comme x , x et x ne sont pas au nord-ouest de x , cette egaliteÂ Âi, t s, j s, t s, t
s'ecrit encore:Â
x s y q qy1 y y yy1 g Frac B , .i , j i , j i , t s , j s , t
ce qui acheve la demonstration.Á Â
PROPOSITION III.3.1.3. Supposons que M soit q-quantique simplifiee etÂ
que q ne soit pas une racine de l'unite.Â
 .Alors, ou bien Frac A est un corps commutatif extension de k, ou bien il
 .est isomorphe a un corps gauche de la forme K Y , . . . , Y ou K est unÁ ÁQ 1 m
corps commutatif extension de k, m un entier entre 1 et n2, et Q s
 .  :u une matrice carree d'ordre m a coefficients u dans q sÂ Ái, j 1F i, jF m i j
 r < 4  .  .q r g Z , et ¨erifiant les conditions Q1 et Q2 du I.Â
 .Demonstration. Si tous les x 1 F i, j F n sont nuls, on a A s k,Â i, j
d'ou le resultat. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi et apelons Z l'ensem-Á Â
 4  2 .ble des x non nuls. Posons Z s z , . . . , z 1 F l F n . Puisque lai, j 1 l
matrice M est q-quantique simplifiee, on a, quels que soient les entiers iÂ
et j entre 1 et l,
z z s l z z 1 .i j i j j i
 :   y14.avec l g q l g 1, q, q . Les z etant non nuls, la matrice L sÂi i j i
 .  .  .l verifie les conditions Q1 et Q2 du I. On deduit desÂ Âi j 1F i, jF l
 .relations 1 , l'existence d'un homomorphisme de k-algebres w : R sÁ
w x  .k Z , . . . , Z ª F tel que, pour 1 F i F l, w Z s z .L 1 l i i
On a Im w s A et, puisque A est integre, on a A , RrP ou P est unÁ Á
 4ideal premier de R. Le sous-groupe V de k _ 0 engendre par les l estÂ Â i j
 :contenu dans q . Comme q n'est pas une racine de l'unite, il est doncÂ
sans torsion, et la proposition resulte immediatement du theoreme I.1.Â Â Â Á
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  ..III.3.2. Application a O m kÁ q n
THEOREME III.3.2.1. Supposons que q ne soit pas une racine de l'unite, etÂ Á Â
  ..considerons un ideal premier P de l'anneau R s O m k .Â Â q n
Alors
 .1 L'anneau RrP est noetherien et integre.Â Á
 .  .2 Ou bien Frac RrP est un corps commutatif extension de k, ou
 .  .bien Frac RrP , K Y , . . . , Y ou K est un corps commutatif extensionÁQ 1 m
2  .de k, m un entier entre 1 et n , et Q s u une matrice carreeÂi, j 1F i, jF m
 :  r < 4d'ordre m a coefficients u dans q s q r g Z , et ¨erifiant les condi-Á Âi, j
 .  .tions Q1 et Q2 du I.
 .Demonstration. 1 Voir le paragraphe III.1.Â
 .  .2 Posons F s Frac RrP . C'est un corps gauche dont le centre est
une extension de k. Par definition, R est une k-algebre associative unitaireÂ Á
2  .engendree par n indeterminees X 1 F i, j F n , et la matrice X sÂ Â Â i j
 .X est q-quantique.i, j 1F i, jF n
Soit w : R ª A s RrP l'homomorphisme canonique.
 .Posons, pour 1 F i, j F n, x s w X , de sorte que la matrice M si, j i j
 .x est une matrice carree d'ordre n, q-quantique, a coefficientsÂ Ái j 1F i, jF n
dans F, et que A est la sous-k-algebre de F engendree par les x .Á Â i, j
Il resulte des propositions III.2.3.1 et III.3.1.2 qu'il existe une matriceÂ
 .N s y , carree d'ordre n a coefficients dans F, q-quantiqueÂ Ái, j 1F i, jF n
simplifiee, et telle que la sous-k-algebre B de F engendree par les yÂ Á Â i, j
 .  .verifie Frac B s Frac A s F. On conclut alors par la propositionÂ
III.3.1.3.
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